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Kristina Kostadinovi? Vraneševi?1, Nina Gluhovi?2, Jelena Dobri?3, Milan Spremi?4 
????????? ????????A TANKIH CILINDAR????? LJUSKI OD 
??????????? ??????????????????? ??????
Rezime: 
Tanke ?????? ??????????? ljuske predstavljaju jedan od ?????????? konstruktivnih elemenata u 
pogledu ????????? i osetljivosti na ???????????. U radu je dat kratak teorijski osvrt sa prikazom 
???????????? ???????? ??????????????????????? preporuka. Prikazana je nu??????? analiza uticaja 
???????? imperfekcija na nelinearno ????????? ??????? ???????????? ljuski. Analizirane su ljuske 
????????? debljine zida, sa konstantnim vrednostima ?????? i ???????? ljuske, kao i sa ??????????
vrednostima ???????? imperfekcija. Analiza obuhvata uticaj materijalne i geometrijske 
nelinearnosti na ????????? ??????????ih ljuski od ??????????? i ?????????? ???????? ???????????
eksperimentalne krive napon-dilatacija. U radu je pokazano da materijalna nelineranost i 
??????? geometrijska imperfekcija ??????? ??? ????????? pada nosivosti na ???????????
??????????? ljuske. 
Klju?ne re?i: cilindri srednje dužine, po?etne imperfekcije, izbo?avanje, redukcioni faktor 
CARBON STEEL vs. STAINLESS STEEL BEHAVIOR OF THIN-
WALLED CYLINDRICAL SHELLS 
Summary: 
Thin-walled cylindrical shells represent one of the most complex constructive elements, 
considering their behaviour and susceptibility to buckling. In this paper is given a brief 
theoretical review including the presentation of different currently available design 
recommendations. Influence of initial imperfections on nonlinear behaviour of cylindrical 
shells is also presented through numerical analysis. Cylindrical shells with different wall 
thicknesses and different values of initial imperfections, but constant length and diameter of 
shell are analysed. Numerical analysis includes materially and geometrically nonlinear analysis 
of cylindrical shells, using experimentally obtained stress-strain relation of carbonsteel and 
stainless steel. Material nonlinearity and initial geometrical imperfections resulted in 
significantly lower buckling resistance of cylindrical shells. 
Key words: medium-length cylinders, initial imperfections, buckling, knockdown factor 
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1. UVOD
Tanke ?????? ??????????? ljuske su konstruktivni elementi koji su ????li ?????? primenu u 
praksi. Bilo da se radi o limenci piva ili delu za rakete, neophodno je temeljno poznavanje svih 
njihovih ????????????????????????? ??? ?????????? analiza stabilnosti i ?????? ???????? (buckling 
pattern) koji se formira. 
Stvarne ??????? ??? ??????????? ????????? ?? ???? ?????? ?????? ????????? ??????????????????? ???
????????? ??????? ?a tri osnovna tipa imperfekcija: geometrijske, strukturalne i imperfekcije u 
???????????? U ???????? ??? ????????? ???????? ????????????? ????????????? ????? ???????????????
njihovog definisanja, a pokazale su se i kao adekvatne za opisivanje bilo koje vrste 
imperfekcija. Dobro je poznato ??? ???????? ??????? ??? ??????????? ????????? ?????? ?????????????
imperfekcije koje se mogu zadati u obliku koji odgovara geometriji sopstvenih tonova 
???????????. Ovakva pretpostavka ????????? ???????? ??? ??????? ???? ??? ?? ??????????????? ???la
??????? primenu. Razlog je mali broj dostupnih merenja imperfekcija na stvarnim 
konstrukcijama. ?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
stuba vet????????????? ????????????? ?? ??? ????????????? ??? ??????? ???????????? ?? ???????????
fazama gradnje, kao i u toku eksploatacije. ????????????????????????????????????????????????????
merodavan kriterijum za dimenzionisanje dimnjaka, stubova vetrogeneratora, silosa itd. ?????
??????????????????????????????????????????????????????????????? ???????zahteva i ????????????
????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
Slika 1 – Geometrijske imperfekcije popre?nog preseka cilindri?ne ljuske 
?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????? ???????????????????????????????? ??????????? ??? ??????? ????????????
Zbog toga p??????? ????????????? ????? ????? ?????? ??????? ??????????? ???dnosti ?????????
geometrijskih imperfekcija koje odgovaraju prvom sopstvenom tonu ???????????.
2. AKSIJALNO ?????????? ?????? ??????????? LJUSKE 
Tokom poslednjih decenja velika ??????? ??????? usmerena na analizu problema stabilnosti 
???????????? ljuski. ???????????? su ?????????????????aka koji imaju interes i benefit za ??????
ali i ??????? projektantsku javnost i ?? ??????? aksijalno napregnutih ljuski ????????? dejstvu 
pritiska i/ili torzije. U radu je data analiza aksijalno napregnutih ljuski, dok se ostali vidovi 
naprezanja nisu razmatrali. Razlog je ???????? ????????? ????????? pri aksijalnom ????????????
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u odnosu na ????????? ????? i stubova [1]. Slika 2 prikazuje krive sila-deformacija dobijene 
analizom ????????? ?????????? konstruktivnih elemenata ????????? aksijalnom pritisku, inicijalnu 
fazu, ???????? fazu pri kojoj dolazi do gubitka stabilnosti i ???????????? fazu nakon 
???????????.
 
Slika2 – Krive sila-deformacija za ratzli?ite pritisnute konstruktivne elemente [2] 
2.1. LINEARNA TEORIJA ? ????????? ??????????
????????? ??????? ???????????? ljuski zbog svoje kompleksnosti nije ?????? opisati 
jedinstvenim setom ????????? ??????????????????????? komplikovane i bez ???????ne primene. Iz 
navedenih razloga uvode se ???????? ?????????? zanemaru???? ???????e koje imaju mali uticaj 
na razmatrani fenomen. V??? ?????????? setova ?????????? ?? ?????????? od usvojenih 
pojednostavljenja je razvijeno.  
Jedan takav set ????????? za opisivanje ????????? ljuski pred???????????????? [3]. ?????????
aksijalno ??????????? ljusk?? ???? ??? ?????? svesti na jednu ????????? osmog reda, koja je 
poznata kao Donnell-???? ????????? i ????? ??? ????????? za od????????? ????????? ???????????
kako usled aksijalnog pritiska, tako i usled torzije i ??????????? pritiska. 
???????? vrednost ??????????? ???????????????? ?????????m Donnell-ove ????????? i jedno 
takvo ??????? dao je Batdorf [4] za slobodno oslonjen cilindar na oba kraja. Dobijeno ???????,











                   (1) 
gde je: 
E ??????????????????????????????
? Poisson-ov koeficijent, 
t debljina zida cilindra, 
r ?????????????????????
???????????1) je primenjiva na cilindre ?????????????? koji su najzastupljeniji u praksi, pa 
?????????????????????????????????
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2.2. NELINEARNA TEORIJA - LOM I POST-??????????????????
????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????????????????????????orije????????????????????????
?????????? ??? ??? ????????? ???????? ???????????? ??? ??????????? ?????????? ?????????? ????????????
cilindara, ?? ??? ??? ??????????? ???????? ?????????? ????? ???????? ????????? nelinearne teorije 
velikih deformacija. 
???????? napredak u razumevanju ????????? ??????????????????????????????????????????????
??????????????????????????????????????????????? teorije, odnosno ?????? ??????????? ne samo 
??????????a pod kojim ?????????????????????????????????????????????????????????? i ???????????og
????????? ljuski. Prva primen?????????????????????????????????????????????????????????????-a i 
Tsien-??? ?? ??????? ???????? ???????? ???????? ????? ?????????? ???????? ???????? ???????????? ???? ??
?????????????????????????????????????????????????????????????????????zi do realnog ????????
??????????? ?????????? ???????????? ?????????? ???????? ??????????? ?????????? ??? ?????? ???? ???
dijagramu napon-???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
????? ???????????????? ???????? ??? ?????????? ????? ????????? ?????? ?????????????? ?????????? ????
??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
Donnell i Wan 1950. godine. Oni s????????????????????????????????????????????????????????????
??????? ????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
?? ???????? ???????? ????????? ????? ???????? ???? ??????????????????????? ????????????? ???????? ??
oblasti malih ?????????????????????????????????????avanja [5]: 
- ??????????? ???? ??????????? ???????????? ? ???????????????????? ???????????? ?????????????????
cilindra, sa konstantnim ????????????????????????????????????????????????
- ?ahovska tabla ? pomeranja imaju formu ??????? ?? ?? ????????? ?? ?? ?????????? ???????
????????????????????????????????????????
a) b)
Slika 3 – a) Efekti po?etnih imperfekcija na postkriti?no ponašanje cilindara [6], b) Rezultati 
ispitivanja aksijalno pritisnutih izotropnih cilindri?nih ljuski [8] 
??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
????????????????? ???????????????????????????????????????????????????avanja, Donnell i Wan su 
?????????????? ????????????? ???????????????????w koja je predstavljena u radu [6] zajedno sa 
?????????????????????????????????????????????????????????????????????????3a.
Male vrednosti 



















??? ???????? ????? ??? ??????????????????? ??????????? ?? ??????? ?????? ?? Koiter [7?? ??????????
?????????? ???????? ???????? ???????????? ??? ???????? ???????????????? ????????? ??????????????
Dobijeni rezultati imaju dobro poklapanje sa donjim vrednostima dobijenim eksperimentalnim 
ispitivanjima. Na slici 3b prikazani su rezultati eksperimentalnih ispitivanja ?????????????????????
obav??????????????????????????? ???????? ???????????????????????????????????????????????????????????
samo ukazuje na veliku osetljivost ovih elemenata. 
2.3. PR???????????????????
??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
?????????? ?? ???????????? ???? ???? ?? ??????? ??????????? ????????? ???????? ????????? ??????????
?????????? ?????????? ????? ??????????????????????????????? redukcionim faktorom (knockdown 
factor) kako bi dobi??????????????????????????????????????????????prenese, ??????????????????????
osnovu pune zakrivljene linije kojom ?????????????????????????? rezultata ispitivanja na slici 
3b. 
?? ??????? ??? ???????? ?????????? ??????????? ???????????? redukcionog faktora za izotropne 
????????????????????????????????????????? ???????????????????????????????????????????????eka, 
???? ???? ???????? ??-8007 [9]. Uprkos novijim saznanjima, one su i dalje u ??????? ???????
standarda. Ove empirijske preporuke predstavljaju sta?????????? ???????? ????????? ??????
???????? ??????? ?????????? ??????? ???????????? ????????? eksperimentalnim putem i teorijske 
?????????? ?????????? ??????? ???????????, ??? ?????????? ??????? ????????????? ?? ????????? ??????????
Traba napomenuti da su rezultati grubo u????????????????????????????????????????????????????????
proizvodnje elemenata. P??????? ??? ??????????? ????? ??? ????????? ?????????? ????????? ??? ????
??????? ?????????? ??????? ????????????? ?? ??????? ????????? ????????? ????? je i dalje na strani 
???????????? ??????? ???????????? ??? ????? ???????? ?? ?? ?????????? ???????????? ???], koji se 
?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
Euler-ovog izvijanja stuba. 
????????????? ??????????????EN 1993-1-6 [10] i preporuke koje je dala NASA-a u SP8007 
[9] u osnovi su potekle iz rada Weingarten-a [11??????????????????????????????????????????????
Evrokodu uzet u obzir kvalitet proizvodnje kroz proizvodne klase. 
3. ????????A ANALIZA 
?????????? ???????? ???????? ????????????? ??????? ???????? ???????? ????????? ???????????
????????????????????????????????????????????????????-3 [12?????????????????????????????????
stabilnosti kori????? su dve metode: 
- ?????????????????????????????????????????????????????????????????
- analiza odgovora nakon gubitka stabilnosti ili analiza loma (Postbuckling analysis). 
???????? ??????????? ??????? ???????????? ???? ???????? ???????cione stabilnosti zasniva se na 
????????? ??????????? ???????? ????????????? ?????? ????? ????????? ????? ??????? ????? ? pomeranja je 
bilinearna: prira????? ???????????? ??????????????????e??????????????? ??????????????????????? ??????
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???????????? ??? ?????? ??????????? ?? ????? ??????????????? ?? ???????????? ????? ??? ????????
??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
konzerva????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????. Ipak 
????????? ???????? ??? ??????????? ????? ?????????? ????? ????? ???????????? ??????????? ???????
????????????? ???????? ???????????? ????????? ??? ???????? ??? ?????????? ??????????? ??????ine 
?????????? ????????? ????????????? ?????????? ???????? ?? ????? ??? ??????????? ???????
konstantnog sfernog luka, poznata i kao Riks-ova metoda [13]. 
????????????????? prikazana u ovom radu ??????????? ?????????????????????? ??????????????
?????????????????????????, debljine zida ljuske od 6,0 mm do 30,0 mm, koja pripada opsegu 
????????????? ?????? srednje ??????, kako je definisano u EN 1993-1-6, Aneks D [10]. Modeli 
????????????? ?????????? ???????? ??????????? ??????? ??????????? ??? ?? ??????-u [12?? ???????
???????????????? ????????? ??????????? ??????????????? ???????? ????????? ??? ????????? ??? ???????
?????? ?? ???????????? ????????????? ?? ?????? ??????? ??? ????????? ?????? ???????? ???????????
??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
pomeranja u pravcu sve tri glavne ose U1=U2=U3=0, a na suprotnom kraju elementa na kojem 
?????????????????????????????????????????????????????????????????-???????????????????????????
x-osi ljuske (U1=U2=0). Rotacija je dozvoljena oko sve tri glavne koordinatne ose na oba kraja 
???????? ???????????? ?? ??????? ??????????? ????????? ??? ??????? ??? ??????? ?????? ??????? ????
????????????????????????????????????????
Slika 4 – Dijagram napon-dilatacija za ugljeni?ni ?elik S275 i ner?aju?i ?elik 1.4301 
?????????? ????????? ??????????? ??????????? ??? ???????????? ?????? ??????? ?? ???????????
?????????? ????????????? ???? ?????????? ????????? ?????????? ??? ?????? ????????? ???????? ???
??????????? ?????????????????????? ?? ?????????????????????????????????????????????????????tne 
mikrostrukture sa oznakom 1.4301, kako je prikazano na slici 4. 
4. ?????????? ?????????? ANALIZE ?? ?????????? ???
PREPORUKAMA DEFINISANIM U EN1993-1-6 
?????????????????????????????????????? ??????????????? ??????????????????????????????????????




















[10] koje je ujedno i ????????? ??????e prikazano ?? ????????? (1). Materijalna nelinearnost 
???????? ??? ?? ?????????? ???????? ????? ???????? ????? ??????? ?? ??????????? ??? ???? ????????????
materi?????? ?? ????????????? ????????????? ??????? ??? ???? ?????????? ????????? ?????????? koje 
odgovara prvom tonu ???????????????????????i u Abaqus-u [12]).  
??????? ??????????? ?????????? ????????????? ??? ????????? ?????? ???????????? ??????????? ??? ???
???????? ??????? ???????????? ljuske debljine 10,0 mm za primenom metode materijalne i 
geometrijske nelinearne analize sa imperfekcijama (Geometrically and materially nonlinear 
analysis with imperfections included, GMNIA), kako je prikazano na slici 5. 
a) ugljeni?ni ?elik S275 b) ner?aju?i ?elik 1.4301 
Slika 5–Nosivost na izbo?avanje kružne cilindri?ne ljuske t=10,0 mm – metoda Riksa 
???? ???????? ????????????? ??????? ??? ??????????? ??????? ????????????? ??? ???? ?? ???? ???
?????????? ?????????? ??????????? ???????????? ??????? ?? ????? ??????????? ??? ????????? ????????
??????????? ?????? ????? ????????? ????????????? ????? ??? ?????????? ??? ?????? 6a i 6b. ????????????
????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
?????????? ??? ???????????? ???????? ??? ?????? ???? ????????? ?????????????? ?dgovor cilindra od 
??????????? ??????? ???? ?????? vrednostima ??????????????? ??? ?? ??????? ??????????????
??????????a (dimple buckling) u ?????????????????????????????????????????????????lici 6c i 6d, 
???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????




???????????????????????????????? ????????????? analizirana materijala debljine 10 mm usled 
???????????????????????????????????????????????????na slici 7a. Imperfekcija od 1,0 mm izaziva 
?????????? ?????????? ??? ???????????? ????? ??? ??????????? ?????? ?? ?????????? ??????? ?????????????
?????????????????????????????????? ???????????????????????? ???????????????????????????? ?????
45% ???? ???????????? ???????? ???????? ???? ???? ??????????? ??????. ???????????? ??????? ???
???????????? ??????? ????????? ?????????? ???? ?????????? ???? ?????????? ?????????????? ??? ??????
?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????














































??????? pomeranje (mm) 
525
a) 1 mm – S275 b) 2 mm  – S275 c) 1 mm – 1.4301 d) 2 mm - 1.4301 
Slika 6 - Izbo?avanje kružne cilindri?ne ljuske debljine od 10,0 mm za razli?ite vrednosti 
imperfekcija 
?????????? ?????????? ?????????? ???????? ??? ????????????? ???????????? ???????????? ?? EN 
1993-1-6 [10], za krivu izvijanja definisanu za klasu A proizvodnih tolerancija, prikazano je na 
slici 7b. Za ???????????? ljusku debljine 10,0 mm od ??????????? ??????? ????? ?? ?????????????
imperfekcije do 4,0 mm r????????? ?????????? ???????? ?????????????? ??????????? ???????????
preporuke u EN 1993-1-6 [10]?? ??? ????????????? ????? ??? 4??????? ???? ??? ??????? ?? ??????????
???????????????????????????????????????? analiziranu ???????????????????i klasu A proizvodnih 
tolerancija, rezultati ????????????????????????????????????????????????????????.
a) redukcija napona izbo?avanja cilindri?ne 
ljuske debljine 10 mm 
b) pore?enje rezultata numeri?ke analize sa 
preporukama za prora?un
Slika 7 - Uticaj geometrijskihimperfekcija 
????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
svojstava ovog mat????????? ????? ??? ?????????? ????????? ??????????? ??????? ???????? ??
????????????? ???????????? ??? ??????? ?????? ?? ??? ????-1-6 [10??? ??????? ??? ??????? ??? ???
????????? ??????????? ?????????? ?????????? ???????? ??? ?????? ???????????? ?????????????




































Klasa A - S275









????????????? ?????????? ?? ????? ???????? ???????? ???????? ????????? i eksperimentalna 
ispitivanja. 
Tabela 1 - Rezultati parametarske analize - kružne cilindri?ne ljuske – S275 
t
(mm) 
?????????napon[MPa] Nosivost elementa [MPa] 










6 304,9 305,8 109,6 230,7 108,2 0,35 
8 406,6 407,4 145,0 243,2 137,7 0,36 
10 508,2 509,3 166,7 247,9 151,6 0,30 
12 609,8 610,8 182,1 250,6 163,8 0,30 
15 762,3 762,7 198,3 253,4 183,4 0,24 
20 1016,4 1016,4 215,6 256,9 193,9 0,19 
30 1524,6 1522,2 234,9 260,0 215,9 0,14 
Analiza kriti?nog napona izbo?avanja za cilindri?ne ljuske od ???????????? ?elika S275 
debljine od 6,0 do 30,0 mm, prikazana je u tabeli 1. Prikazano je pore?enje rezultata dobijenih 
iz prora?unskih preporuka prema EN 1993-1-6 [10] i numeri?ke analize u Abaqus-u [12]. 
Geometrijske imperfekcije zadate su prema preporuci za definisanje karakteristi?ne 
geometrijske imperfekcije wk date u EN 1993-1-6, Aneks D [10] za klasu A proizvodnih 
tolerancija. Tako?e je prikazan i odnos ????????????????????????????? dobijen primenom GMNIA 
analize u Abaqus-u [12] i ?????????? ?????? koji je definisan u EN 1993-1-6 [10]?? ???? ???
definisano kao redukcioni faktor (knockdown factor KDF). Napon izbo?avanja dobijen kao 
rezultat geometrijske i materijalne nelinearnosti (GMNIA) dobijen numeri?kom analizom u 
Abaqus-u [12] i primenom prora?unskih preporuka u EN 1993-1-6 [???? ???? ?????????? ?????
??????????? ???????? ???????? ??? ???????? ?????????? ?????????? ???????? ????? ?????? ?? ??????
???????????? ????????????? ?????? ???? ????????? ????????????? ??? ???????????? ???????? ?????
??????????geometrijske i materijalne nelinearnosti (GMNIA) u Abaqus-u [12]?????????????????
?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
???????????????????? ???????????????????????????????????????????????????????????????????????????
smanjuj?? ??????? ????????? ?????????????? ????????????? ??? ????????? ?????????? ?? ?????? ???????
materijalne nelinearnosti.  
5. ?????????
U radu je pokazano da vrednost ?????????????????????? ima veliki uticaj na nosivost tankih 
????????????????????? ?????????ri malim vrednos?????????????? ?????????????????????????????????
?????????? ??????? ???? ?????? ??????? ??? ???????????? R??????? ??????? ?????????? ??????????
?????????? ??????? ???????????? ?? ?????????? ????? ??? ????????? ???????????????? ??????????????
????????????????????? ???????? ???? ???????????????????????????????????????????? ??????????????
nelinearnosti sa imperfekcijama definisna je u literaturi kao redukcioni faktor. Vrednost ovog 
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???????? ????? ????????? ??? ??????? ?? ??????????? ??? ?????????? ????????? ?????????????? ???????
??????????????????unskih preporuka bazirano je na njegovoj optimizaciji. ??????????????????????
formiranje i primena baze podataka o imperfekcijama ???????? ????????????? ??????? ??? ???????
sprovedenih eksperimentalnih ispitivanja (Imperfection Data Bank). Ovo podrazumeva 
??????????????? ????? ?????????? ?????????? ??????????????? ???????????? ??????? ????????? ?? ????????
??????????? ?? ?????????? ???????? ????? ??????? ??????????? ?? ?????????????. ????? ??? ??????????
????????????? ?????????? ?? ?????????????? ??? ????????? ???? ?????????? ?????????????? ????? ??????????
??????????????????????????????????????.
???? ????????????? ??? ???? ???????? ????????? TR-36048 i III 42012 ?????????? ??? ???????
????????????????????????????????????????????????????????????????????
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